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5.2 Démonstration de l’inégalité d’Erdös-Mordell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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8.2 La démonstration de Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Chapitre 1

Le problème de Fagnano

1.1 Présentation du problème

Problème 1 A partir d’un triangle
acutangle (nous verrons plus tard l’utilité
de cette hypothèse), nous devons trouver
le triangle de périmètre minimal, dont
chaque sommet de ce dernier soit présent
sur chaque côté du triangle acutangle.
En d’autre termes, pour un triangle
ABC dont les angles n’excède pas 90˚,
nous devons trouver le triangle abc
où a ǫ [BC] , b ǫ [AC] et c ǫ [AB]
qui a le périmètre le plus petit pour
sa définition.

Ce problème peut se résoudre de deux manières par calcul différentiel ou par géométrie. Ces
deux méthodes ont une étape en commun , c’est par celle-ci que nous commencerons.Ensuite nous
traiterons rapidement la solution différentielle (la moins subtile), par contre nous nous attarderons
plus sur la solution géométrique.

1.2 Existence de la solution

Lemme 1 Le problème de Fagnano admet au moins une solution.

Démonstration 1 Posons la fonction f qui a trois point d’un triangle inscrit au triangle ABC ,
donne le périmètre du triangle inscrit :

f : {M/Mǫ[AB]} × {M/Mǫ[BC]} × {M/Mǫ[AC]} −→ R

f(a, b, c) = ab + ac + cb ∀ (a, b, c) ǫ {M/Mǫ[AB]} × {M/Mǫ[BC]} × {M/Mǫ[AC]}

On peut remarquer que le triplet caractérisant le minimal de cette fonction répond au problème
de Fagnano. En remarquant que f est une fonction positive ( comme somme de distance) , on en
déduit qu’elle admet au moins un minimum global. Donc le problme de Fagnano admet au moins une
solution.X
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1.3 Partie commune aux deux méthodes :des caractéristiques

du triangle orthique

Définition 1 Dans un triangle ABC , on appelle triangle orthique du triangle ABC , le triangle abc
inscrit au triangle ABC qui vérifie la condition suivante : Si a ǫ [BC] , b ǫ [CB], c ǫ [AB] alors
(Aa) ⊥ (BC) , (Bb) ⊥ (AC) et (Cc) ⊥ (AB). Autrement dit le triangle orthique est formé à partir
des pieds des hauteurs du triangle ABC.

Propriété 1 Les hauteurs du triangle ABC sont les bissectrices de son triangle orthique

Démonstration 2 On pose :
– ABC un triangles acutangle
– abc le triangle orthique correspondant

Il faut démontrer que B̂aC = B̂ac
, âcB = Âcb et ĉbA = Ĉba

.On pose H l’orthocentre de ABC.
Les triangles AcC et AbB sont rectangles

respectivement en c et b .Comme ils
possèdent un angle en commun alors
on a :

ĉCA = ÂBb (1.1)

Les triangles HcB et HaB sont rectangles
respectivement en c et a. Donc les
points H, c B et a sont cocyclique ,
ce qui se traduit par :

Ĥca = ĤBc (1.2)

De manière identique avec les points
b,H,a et C , on trouve :

ĉCA = Âab (1.3)

Par 1.1 , 1.2 et 1.3 on trouve ĉaA = Âab.Ce qui est équivalent à ecrire que la hauteur (aA) est

la bissectrice de l’angle ĉab. Par un raisonnement analogue on montre que les hauteurs (bB) et (cC)
sont aussi les bissectrices du triangles abc. X

Propriété 2 Le triangle orthique abc est le seul triangle inscrit du triangle ABC tel que :
– la perpendiculaire à [AB] passant par c est la bissectrice de l’angle b̂ca

– la perpendiculaire à [BC] passant par a est la bissectrice de l’angle ĉab

– la perpendiculaire à [AC] passant par b est la bissectrice de l’angle âbc

Démonstration 3 Il suffit de considérer un tel triangle inscrit abc.Et de montrer qu’il est le triangle
orthique.

Traçons les bissectrices extérieurs aux angles ĉba,b̂ac et âcb,que l’on nommera respectivement Db

,Da et Dc.


